
Το παρόν περιέχει συνοπτικές υποδείξεις για ενδεικτικές απαντήσεις των ϑεµάτων.

Οι απαντήσεις των εξεταζοµένων οφείλουν να είναι πλήρεις

και να περιέχουν ολοκληρωµένες αιτιολογήσεις όλων των ισχυρισµών τους.
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ΚΥΡΙΑΚΟΣ Γ. ΜΑΥΡΙ∆ΗΣ (ΛΕΚΤΟΡΑΣ)

Με τη συµµέτοχη σας στην εξέταση αποδέχεστε τα όσα αναφέρονται στον Κανονισµό Εξετάσεων του Τµήµατος

και στον Κανονισµό Εξετάσεων του Μαθήµατος, όπως αυτοί δηµοσιεύονται στους αντίστοιχους ιστοχώρους.

1. Μονάδες : 2

Εξετάστε αν ο ακόλουθος ισχυρισµός είναι αληθής. Αν είναι αληθής, δώστε πλήρη απόδειξη. Αν είναι

ψευδής, δώστε κατάλληλο αντιπαράδειγµα ή αποδείξτε την άρνηση του ισχυρισµού.

‘‘Η τοµή δύο συνεκτικών υποσυνόλων του R2
είναι υποχρεωτικά συνεκτικό σύνολο.’’

Λύση.

Είναι ψευδής. Θεωρούµε τα σύνολα

X1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}

και

X2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − 1)2 = 1} .

Καθένα από αυτά είναι συνεκτικό. Προκύπτει ότι η τοµή τους είναι ένα σύνολο που αποτελείται από

ακριβώς δύο διακριτά σηµεία. ΄Ετσι, η τοµή τους δεν είναι συνεκτικό σύνολο.

2. Μονάδες : 2

Θεωρούµε την συνάρτηση f : [−1, 1]× [−1, 1] → R µε τύπο

f(x, y) =

{
x sin 1

y , αν y ̸= 0

0, αν y = 0 .

Εξετάστε αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Λύση.

Υπολογίζοντας το όριο της f και συγκρίνοντας το µε την τιµή της στο τυχαίο σηµείο του συνόλου A =
(0, 1)×{0}, προκύπτει ότι η συνάρτηση δεν είναι συνεχής σε κανένα σηµείο του A. Συνεπώς, η συνάρτηση

επιπρόσθετα δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

3. Μονάδες : 2

Θεωρούµε την συνάρτηση f : R2 → R µε τύπο

f(x, y) =


2xy

x2 + y2
, αν (x, y) ̸= (0, 0)

0, αν (x, y) = (0, 0) .

Βρείτε, αν υπάρχει, την κατευθυνόµενη παράγωγο της f στο σηµείο (0, 0) κατά την κατεύθυνση του

διανύσµατος r⃗ = (1, 1).
Λύση.

Χρησιµοποιώντας τον σχετικό ορισµό, καταλήγουµε στο όριο

lim
h→0

1

h

το οποίο δεν υπάρχει. ΄Ετσι, η Ϲητούµενη κατευθυνόµενη παράγωγος δεν υπάρχει.



4. Μονάδες : 2

Θεωρούµε τη σύνθετη συνάρτηση

f(u, v, w) = u2 + v2 + w2,

όπου u(x, y) = xey, v(x, y) = xe−y
και w(x, y) = x

y , για x ∈ R και y ∈ R\{0}. Εφαρµόζοντας τον

κανόνα της αλυσίδας, υπολογίστε τις µερικές παραγώγους

∂f

∂x
(x, y) και

∂f

∂y
(x, y) .

Λύση.

΄Εχουµε

∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂u
(u, v, w)

∂u

∂x
(x, y) +

∂f

∂v
(u, v, w)

∂v

∂x
(x, y) +

∂f

∂w
(u, v, w)

∂w

∂x
(x, y)

= 2uey + 2ve−y + 2w
1

y

και

∂f

∂y
(x, y) =

∂f

∂u
(u, v, w)

∂u

∂y
(x, y) +

∂f

∂v
(u, v, w)

∂v

∂y
(x, y) +

∂f

∂w
(u, v, w)

∂w

∂y
(x, y)

= 2x

(
uey − ve−y − w

1

y2

)
.

5. Μονάδες : 2

Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R2 → R µε τύπο f(x, y) = x3 − 6xy + y3. Υπολογίστε τη µέγιστη και την

ελάχιστη τιµή της f , εφόσον αυτές υπάρχουν, ϐασιζόµενοι στην εύρεση των κρίσιµων σηµείων της.

Λύση.

Αρχικά παρατηρούµε ότι το σύνορο του πεδίου ορισµού είναι το κενό σύνολο. Στη συνέχεια, ϐρίσκουµε

τα κρίσιµα σηµεία. ΄Εχουµε fx(x, y) = 3x2 − 6y, fy(x, y) = −6x + 3y2 και τα κρίσιµα σηµεία είναι το

(0, 0) και το (2, 2). ΄Εχουµε

∂2f

∂x2
(0, 0)

∂2f

∂y2
(0, 0)−

(
∂2f

∂x∂y
(0, 0)

)2

= −36 < 0

συνεπώς η συνάρτηση δεν έχει ακρότατο στο σηµείο (0, 0). Σηµειώνουµε ότι το (0, 0) είναι σαγµατικό

σηµείο. Επίσης,

∂2f

∂x2
(2, 2)

∂2f

∂y2
(2, 2)−

(
∂2f

∂x∂y
(2, 2)

)2

= 108 > 0

και

∂2f

∂x2
(2, 2) = 12 > 0

συνεπώς η συνάρτηση έχει ελάχιστο στο σηµείο (0, 0), το f(2, 2) = −8.


